
Ve�ba 10: Diferencne jednaqine - Rexe�a

1. Rexiti diferencnu jednaqinu: 8yt+1 − 6yt = 7.

Rexe�e:

(1) Reximo prvo homogeni deo diferencne jednaqine: 8yt+1 − 6yt.
S obzirom da je karakteristiqna jednaqina koja odgovara homogenom delu 8λ − 6 = 0, a
�eno rexe�e λ = 3

4 , imamo da je opxte rexe�e homogenog dela ove jednaqine:

yht = C

(
3

4

)t

(2) Odredimo sada jedno partikularno rexe�e cele jednaqine. Kako je sa desne strane jed-
nakosti konstanta i rexe�e karakteristiqne jednaqine nije broj 1, partikularno rexe�e
�emo tra�iti u obliku: ypt = y∗, gde je y∗ neka konstanta koju tek treba odrediti. Zamenom
ypt = y∗ u celu jednaqinu dobijamo:

8y∗ − 6y∗ = 7,

odakle nalazimo y∗ = 7
2 , pa je partikularno rexe�e ypt = 7

2

(3) Opxte rexe�e cele diferencne jednaqine je zbir homeogenog i partikularnog rexe�a,
odnosno:

yt = yht + ypt = C

(
3

4

)t

+
7

2

2. Niz yt zadovo	ava diferencnu jednaqinu 3yt = 2yt−1 + 10.

a) Odrediti rexe�e diferencne jednaqine koje zadovo	ava poqetni uslov y0 = 25

b) Opixi ponaxa�e tog rexe�a kad t → ∞.

v) Odrediti najma�e t za koje se yt razlikuje od rexe�a nezavisnog od vremena za ma�e od
0.5.

Rexe�e:

a) Na sliqan naqin kao u prvom zadatku nalazimo opxte rexe�e diferencne jednaqine: yt =

C
(
2
3

)t
+ 10. Zbog poqetnog uslova imamo:

y0 = C

(
2

3

)0

+ 10 = 25,

odakle dobijamo C = 15, pa je tra�eno rexe�e:

yt = 15

(
2

3

)t

+ 10

b) S obzirom da je y(t) =
(
2
3

)t
opadaju�a funkcija, to ceo izraz monotono opadaju�i te�i ka

10, kad se t neograniqeno uve�ava.

v) Kako je rexe�e nezavisno od vremena, partikularno rexe�e, to je zadati zahtev ekviva-
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lentan redom uslovima:

|yt − 10| =

∣∣∣∣∣15
(
2

3

)t

+ 10− 10

∣∣∣∣∣ ≤ 0.5

15

(
2

3

)t

≤ 1

2(
2

3

)t

≤ 1

30
(Primenimo ln funkciju na obe strane jednakosti)

t ln
2

3
≤ ln

1

30

t ≥
ln 1

30

ln 2
3

(Smer jednakosti se promenio jer je ln
2

3
< 0!)

t ≥ − ln 30

ln 2− ln 3

t ≥ ln 30

ln 3− ln 2
≈ 8, 3

Kako t mora biti prirodan broj, tra�eno t = 9.

3. Rexiti diferencnu jednaqinu
yt+2 − 8yt+1 + 16yt = 9

Rexe�e:

(1) Reximo prvo homogeni deo diferencne jednaqine: yt+2 − 8yt+1 + 16yt = 0.
S obzirom da je karakteristiqna jednaqina koja odgovara homogenom delu λ2 − 8λ+16 = 0,
a �ena rexe�a λ1 = λ2 = 4, imamo da je opxte rexe�e homogenog dela ove jednaqine:

yht = (C1t+ C2)4
t

(2) Odredimo sada jedno partikularno rexe�e cele jednaqine. Kako je sa desne strane jed-
nakosti konstanta i rexe�a karakteristiqne jednaqine se razlikuju od 1, partikularno
rexe�e �emo tra�iti u obliku: ypt = y∗, gde je y∗ neka konstanta koju tek treba odrediti.
Zamenom ypt = y∗ u celu jednaqinu dobijamo:

y∗ − 8y∗ + 16y∗ = 9,

odakle nalazimo y∗ = 1, pa je partikularno rexe�e ypt = 1

(3) Opxte rexe�e cele diferencne jednaqine je zbir homeogenog i partikularnog rexe�a,
odnosno:

yt = yht + ypt = (C1t+ C2)4
t + 1

4. Niz xt zadovo	ava diferencnu jednaqinu:

xt − 2xt−1 + 4xt−2 = 3, za t ≥ 2

a) Odrediti opxte rexe�e diferencne jednaqine

b) Odrediti partikularno rexe�e diferencne jednaqine koja zadovo	ava uslove: x0 = 1 i
x1 = 4.

v) Ispitati ponaxa�e niza xt kad se parametar t neograniqeno uve�ava.

Rexe�e:

a) Karakteristiqna jednaqina koja odgovara ovoj diferencnoj jednaqini je: λ2−2λ+4 = 0, λ ∈
C. �ena rexe�a nalazimo primenom poznate formule za rexe�e kvadratne jednaqine:

λ1,2 =
2±

√
4− 16

2
=

2± 2
√
3i

2
= 1±

√
3i.
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Na�imo sada koordinate ovih kompleksnih brojeva u polarnim koordinatama. Za komplek-
sne brojeve imamo λ1,2,

ρ =

√
12 + (

√
3)2 = 2,

i

tgφ =

√
3

1
odakle φ =

π

3
S obzirom na prethodno, opxte rexe�e homogenog dela difrencne jednaqine je:

xh
t = 2t

(
C1 cos

(π
3
t
)
+ C2 sin

(π
3
t
))

Partikularno rexe�e xp
t , s obzirom da je na desnoj strani jednaqine konstanta tra�imo u

obliku xp
t = c. Zamenom u jednaqinu, dobijamo c− 2c+ 4c = 3, odakle je c = 1

Kako je opxte rexe�e diferencne jednaqine zbir partikularnog i homogenog rexe�a, to
imamo:

xt = xh
t + xp

t = 2t
(
C1 cos

(π
3
t
)
+ C2 sin

(π
3
t
))

+ 1

b) Zame�uju�i u opxte rexe�e t = 0 i t1 i imaju�i u vidu zadate uslove, dobijamo sistem
lineranih jednaqina po C1 i C2:

x0 = 20
(
C1 cos

(π
3
· 0
)
) + C2 sin

(π
3
· 0
))

+ 1 = 1

x1 = 21
(
C1 cos

(π
3
· 1
)
+ C2 sin

(π
3
· 1
))

+ 1 = 4

odnosno
C1 = 0

C1 +
√
3C2 = 3

odakle nalazimo, C1 = 0 i C2 =
√
3. Dakle partikularno rexe�e koja zadovo	ava poqetne

uslove je:

xt = 2t
√
3 sin

(π
3
t
)
+ 1

v) S obzirom da se izraz 2t neograniqeno uve�ava, a izraz sin
(
π
3 t
)
periodiqno me�a vrednosti

√
3
2 ,

√
3
2 , 0,−

√
3
2 ,−

√
3
2 , 0 to dati niz divergira.

5. Na�i opxte rexe�e diferencne jednaqine 2yt+2 − 3yt+1 − 2yt = 6. Odrediti partikularno
rexe�e koje zadovo	ava uslove y0 = 1 i 2y1 = −1, a zatim prokomentarisati �egovo ponaxa�e
kad se parametar t neograniqeno uve�ava.

Rexe�e:

♡ Opxte rexe�e: yt = C1

(
1
2

)t
+ C2 · 2t − 2

♡ Partikularno koje zadovo	ava uslove: yt = 3
(
1
2

)t − 2

♡ Monotono rastu�i te�i ka -2.

6. Na�i opxte rexe�e diferencne jednaqine 6yt+2−yt+1−yt = 8. Odrediti partikularno rexe�e
koje zadovo	ava uslove y0 = 1 i 2y1 = −1, a zatim prokomentarisati �egovo ponaxa�e kad se
parametar t neograniqeno uve�ava.

Rexe�e:

♡ Opxte rexe�e: yt = C1

(
1
2

)t
+ C2

(
− 1

3

)t
+ 2

♡ Partikularno koje zadovo	ava uslove: yt = − 17
5

(
1
2

)t
+ 12

5

(
− 1

3

)t
+ 2

♡ Oscilatorno te�i ka 2.

7. Na�i opxte rexe�e diferencne jednaqine yt − 3yt−1 + 2yt−2 = 4 · 3t. Odrediti partikularno
rexe�e koje zadovo	ava uslove y0 = 17 i y1 = 53, a zatim prokomentarisati �egovo ponaxa�e
kad se parametar t neograniqeno uve�ava.

♡ Opxte rexe�e: yt = C1+C2 ·2t+18 ·3t (Partikularno rexe�e tra�iti u obliku:ypt = c ·3t)
♡ Partikularno koje zadovo	ava uslove: yt = −1 + 18 · 3t

♡ Monotono rastu�i te�i ka beskonaqnosti.
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